
[1] 
 

Ταλάντωςη με τριβή 

Σϊμα μάηασ m  θρεμεί ςτο ςθμείο O  οριηόντιου δαπζδου. Το ςϊμα είναι δεμζνο 

ςτο ζνα άκρο οριηόντιου ιδανικοφ ελατθρίου ςτακεράσ k  , το άλλο άκρο του οποίου είναι 

ςτερεωμζνο ακλόνθτα. Το ελατιριο ζχει το φυςικό του μικοσ. Ο ςυντελεςτισ τριβισ 

ολίςκθςθσ μεταξφ ςϊματοσ – δαπζδου είναι   και ταυτίηεται με το ςυντελεςτι οριακισ 

τριβισ. Εκτρζπουμε το ςϊμα κατά τον άξονα του ελατθρίου κατά 
0A  και το αφινουμε 

ελεφκερο να κινθκεί.  

Α. Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του ςυντελεςτι τριβισ   το ςϊμα κα ακινθτοποιθκεί ςτο 

ςθμείο Ο. 

Β. Υπολογίςτε το διάςτθμα που διανφει το κινθτό και το χρόνο κίνθςθσ για κάκε μια από τισ 

τιμζσ του ςυντελεςτι τριβισ του ερωτιματοσ Α. 

Γ. Βρείτε τθ κζςθ που τελικά κα ακινθτοποιθκεί το ςϊμα για οποιαδιποτε τυχαία τιμι του 

ςυντελεςτι τριβισ. 
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Λφςη 

Α. Η κίνθςθ του ςϊματοσ κα είναι εν γζνει παλινδρομικι γφρω από το ςθμείο Ο με μζγιςτεσ 

απομακρφνςεισ ζςτω 
0 1 2, , ,..., ,NA A A A  μζχρι να ςταματιςει  0NA  . 

Εφαρμόηοντασ το κεϊρθμα ζργου – ενζργειασ για τθν κίνθςθ του ςϊματοσ από τθν τυχαία 

κζςθ μζγιςτθσ απομάκρυνςθσ A  μζχρι τθν επόμενθ κζςθ 
1A   ζχουμε, 
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Συμπζραςμα: Η μείωςη του πλάτουσ ςε κάθε "ημιπερίοδο" τησ κίνηςησ είναι ςταθερή, και 

ίςη με, 

 
2 mg

d
k


                   (2) 

Για να ικανοποιείται θ απαίτθςθ του προβλιματοσ είναι προφανζσ ότι πρζπει να ιςχφει, 

0A Nd          (3) 

 όπου N  ακζραιοσ και εκφράηει το πλικοσ των "θμιταλαντϊςεων" που κα εκτελζςει το 

ςϊμα μζχρι να ακινθτοποιθκεί. Αντικακιςτϊντασ τθν ζκφραςθ του d  από τθν παραπάνω 

εξίςωςθ βρίςκουμε, 
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2

kA

mg N
           (4) 

Το αποτζλεςμα που βρικαμε είναι ςωςτό εφόςον θ κίνθςθ του ςϊματοσ δεν ςταματά ςε 

οποιαδιποτε από τισ ακραίεσ κζςεισ ςτισ οποίεσ το ςϊμα ακινθτοποιείται ςτιγμιαία, κάτι το 

οποίο εξαςφαλίηεται αν θ δφναμθ του ελατθρίου είναι μεγαλφτερθ από τθν οριακι τριβι 

ςε κάκε μια από τισ ακραίεσ κζςεισ. Πρζπει δθλαδι, kA mg    για κάκε ακζραιο N  . 

Αλλά 
0A A d   , οπότε πρζπει, 

 0k A d mg    

ι λαμβάνοντασ υπόψθ τισ (3) και (4),  

0 0
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ι
 

1

2
N    

που ιςχφει πάντα αφοφ ,N   ακζραιοι με N  . Άρα θ κίνθςθ του ςϊματοσ δεν κα 

ςταματιςει ςε καμία από τισ ακραίεσ κζςεισ και κα ακινθτοποιθκεί ςτθ κζςει Ο για κάκε 

τιμι του ςυντελεςτι τριβισ που δίνεται από τθν εξ. (4). 

Β. Υπολογιςμόσ του ςυνολικοφ διαςτήματοσ 

Το ςυνολικό διάςτθμα κα δίνεται από τθ ςχζςθ, 

1

0

1

2
N

S A A






    

αφοφ τθν απόςταςθ A  για 0  ,  το κινθτό τθ διανφει δφο φορζσ. Αντικακιςτϊντασ το 

A , ζχουμε, 
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ι λόγω τθσ (3),  
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και κάνοντασ τισ πράξεισ, 

0S NA            (5) 

Αλλά επειδι θ διατήρηςη τησ ενζργειασ κάνει τθ ηωι μασ πιο εφκολθ, μποροφμε να 

ςκεφτοφμε και ωσ εξισ: 

Η αρχικι ενζργεια του ςυςτιματοσ που είναι θ αποκθκευμζνθ ενζργεια ςτο ελατιριο 

μετατρζπεται ςε κερμικι μζςω του ζργου τθσ τριβισ. Άρα, 

2

0

1

2
kA mgS  

και λαμβάνοντασ υπόψθ τθν (4) 

0S NA  

Υπολογιςμόσ του ςυνολικοφ χρόνου κίνηςησ. 

Ζςτω x  τυχαία απομάκρυνςθ του ςϊματοσ από τθ κζςθ O . Θεωρϊντασ κετικι φορά τθν 

φορά τθσ κίνθςθσ του ςϊματοσ, θ ςυνιςταμζνθ των δυνάμεων που αςκοφνται ς’ αυτό είναι, 

F kx mg    

Αλλάηοντασ μεταβλθτι κζςθσ ωσ, 
mg

X x
k


   , θ προθγοφμενθ ςχζςθ γίνεται, 

F kX   

(Στην ίδια ςχζςη καταλήγουμε και κατά την κίνηςη του ςώματοσ προσ την αρνητική 

κατεφθυνςη με τη διαφορά ότι η κατάλληλη αλλαγή μεταβλητήσ είναι 
mg

X x
k


  αφοφ 

η τριβή ζχει θετική κατεφθυνςη) 

O   

F
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Άρα θ κίνθςθ του ςϊματοσ είναι αρμονικι γφρω από τθ κζςθ 0X    με περίοδο 2
m

k
  . 

Δθλαδι θ χρονικι διάρκεια τθσ κίνθςθσ, από τθν μία ακραία κζςθ μζχρι τθν επόμενθ είναι 

ςτακερι και ίςθ με, 

m

k
   

Συνεπϊσ ο ςυνολικόσ χρόνοσ κίνθςθσ είναι, 

m
t N

k
   

Παρατηρήσεις. 

 Η μείωςθ του πλάτουσ είναι γραμμικι ςυνάρτθςθ του χρόνου. 

 Τα χρονικά διαςτιματα είναι ίςα για τθν μετάβαςθ από οποιαδιποτε ακραία κζςθ 

ςτθν επόμενθ αλλά δεν ιςχφει το ίδιο για τα χρονικά διαςτιματα μεταξφ 

διαδοχικϊν διελεφςεων από το ςθμείο O  . 

 Η κίνθςθ του ςϊματοσ μποροφμε να ποφμε ότι είναι «ςυρραφι» τμθμάτων 

αρμονικϊν ταλαντϊςεων που πραγματοποιοφνται γφρω από διαφορετικζσ κζςεισ 

ιςορροπίασ. 

 Κατά τθν κίνθςθ προσ τθ κετικι κατεφκυνςθ γφρω από  τθ κζςθ 
mg

x
k


   , ενϊ 

κατά τθν αρνθτικι κατεφκυνςθ γφρω από τθ κζςθ 
mg

x
k


   . Στο παρακάτω 

διάγραμμα κζςθσ – χρόνου για 5N  , τα κόκκινα τμιματα είναι θμιταλαντϊςεισ 

γφρω από τθν κζςθ που απεικονίηεται με τθν κόκκινθ διακεκομμζνθ γραμμι και το 

αντίςτοιχο για τα μπλε τμιματα. 

 

 

 

Γ. Για μια τυχαία τιμι του ςυντελεςτι τριβισ διαφορετικι από τισ τιμζσ τθσ εξίςωςθσ (4) 

μποροφμε και πάλι να βροφμε τθ κζςθ όπου το ςϊμα κα ςταματιςει. Αυτό κα ςυμβεί όταν, 

kA mg   
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ι 

 0k A d mg    

ι 
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Άρα το ςϊμα κα ςταματιςει ςε απόςταςθ από το ςθμείο O ,  
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όπου ο ςυμβολιςμόσ  x  δθλϊνει το ακζραιο μζροσ του αρικμοφ. Η κζςθ εκκίνθςθσ και θ 

κζςθ ακινθτοποίθςθσ του ςϊματοσ, κα είναι είτε από τθν ίδια πλευρά του ςθμείου O  αν 

0A

d

 
 
 

 άρτιοσ, ενϊ κα είναι εκατζρωκεν του ςθμείου O  αν 0A

d

 
 
 

 περιττόσ. 

 

Σπφροσ Χόρτθσ 

spirosch123@gmail.com 
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